
本日やること

1 固有値・固有ベクトル
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固有値・固有ベクトルの定義� �
正方行列 A に対し列ベクトル x⃗, 複素数 λ が

Ax⃗ = λx⃗, x⃗ ̸= 0⃗

となるとき

λ : Aの固有値
x⃗ : 固有値 λ に対する固有ベクトル

という。� �
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[例]

A =

(
2 1
0 3

)
とするとき

Aの固有値は 2 と 3

固有値 2に対する固有ベクトルは x⃗ =

(
1
0

)
固有値 3に対する固有ベクトルは y⃗ =

(
1
1

)
[確かめ]

Ax⃗ =

(
2 1
0 3

)(
1
0

)
=

(
2
0

)
= 2

(
1
0

)
= 2x⃗

Ay⃗ =

(
2 1
0 3

)(
1
1

)
=

(
3
3

)
= 3

(
1
1

)
= 3y⃗
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準備� �
A を正方行列とするとき次の (i), (ii), (iii) は同値である。

(i) Ax⃗ = 0⃗の解は x⃗ = 0⃗のみ
(ii) Aは正則行列
(iii) |A| ̸= 0� �

[確かめ]
(ii)⇔(iii) : 第 9回にやった。
(ii)⇒(i) : Ax⃗ = 0⃗ となったとする。この両辺に A−1 をかけると x⃗ = A−10⃗ = 0⃗
だから (i)がなりたつ。
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(i)⇒(iii) （訂正）: 対偶を取って「(iii)でない⇒(i)でない」を示せばよい。
|A| = 0 とする。
A に Gauss-Jordan の消去法を適用して階段行列 B となったとする。消去法は行
基本変形をくみあわせたものだから |A| = c|B| c ̸= 0 となる c がある。だから
|B| = 0。
階段行列 B が |B| = 0 ならば最下行がすべて 0になるから方程式 Ax⃗ = 0⃗ は不
定である。だから (i)は成り立たない。

1
1

1
1

1

は 0

は 0 とはかぎらないA
消去法

(= B とおく)
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固有値の求め方� �
正方行列 A の固有値 λ は

|A− λE| = 0 (これを 固有方程式という)

の解である。� �
[確かめ] λ が A の固有値, x⃗ ̸= 0⃗ が固有ベクトルならば Ax⃗ = λx⃗, x⃗ ̸= 0⃗ であ
るが

Ax⃗ = λx⃗ ⇐⇒ Ax⃗− λx⃗ = 0⃗ ⇐⇒ (A− λE)x⃗ = 0⃗ · · · (⋆)

だから (⋆) が 0⃗ でない解 x⃗ を持つ条件は

|A− λE| = 0
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注意：固有値が複素数になる場合� �
1．固有方程式は実数解を持たない場合があるが複素数の解は必ずあるので,
固有値は複素数と考えることにする。

2．ベクトル, 行列も成分が複素数であるものを考える。

3．成分が複素数であるベクトル, 行列の演算も, 実数成分の場合と全く同じに
考える.� �
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[例]

A =

(
0 −1
1 0

)
(90◦ 回転を起こす行列) の固有値, 固有ベクトルを計算する。

固有方程式

|A− λE| =
∣∣∣∣−λ −1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0

を解いて固有値は λ = ±i.

これに対応する固有ベクトルを x⃗ =

(
x1

x2

)
とすると

Ax⃗ = ±ix⃗ ⇔
(
0 −1
1 0

)(
x1

x2

)
= ±i

(
x1

x2

)
⇔

{
−x2 = ±ix1

x1 = ±ix2

⇔ x2 = ∓ix1

だから x1 = c とおいて x⃗ = c

(
1
∓i

)
(c は 0 でない任意の複素数)
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[例題 1] A =

(
4 −5
2 −3

)
の固有値, 固有ベクトルを計算する。

(Step 1) 固有値を求める。 固有方程式

|A− λE| =
∣∣∣∣(4 −5

2 −3

)
−
(
λ 0
0 λ

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣4− λ −5
2 −3− λ

∣∣∣∣
= λ2 − λ− 2 = (λ+ 1)(λ− 2) = 0

を解いて固有値は λ = −1, 2.
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(Step 2) λ = 2 に対する固有ベクトルを求める。(
4 −5
2 −3

)(
x1

x2

)
= 2

(
x1

x2

)
⇐⇒

{
4x1 − 5x2 = 2x1

2x1 − 3x2 = 2x2

⇐⇒

{
2x1 − 5x2 = 0

2x1 − 5x2 = 0
⇐⇒ x2 =

2

5
x1

だから固有ベクトルは x1 = c とおいて

x⃗ = c

(
1
2
5

)
=

c

5

(
5
2

)
c
5 = c′ とおいて

= c′
(
5
2

)
(c, c′は 0でない定数)
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(Step 3) λ = −1 に対する固有ベクトルを求める。(
4 −5
2 −3

)(
x1

x2

)
= −1

(
x1

x2

)
⇐⇒

{
4x1 − 5x2 = −x1

2x1 − 3x2 = −x2

⇐⇒

{
5x1 − 5x2 = 0

2x1 − 2x2 = 0
⇐⇒ x2 = x1

だから固有ベクトルは

x⃗ = c

(
1
1

)
(c,は 0でない定数)
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[例題 2] A =

2 −3 4
0 5 −4
1 3 −1

 の固有値, 固有ベクトルを計算する。

(Step 1) 固有方程式を解いて固有値を求める。

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −3 4
0 5− λ −4
1 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
第 3行を 2− λ 倍して引く

=

∣∣∣∣∣∣
0 −3− 3(2− λ) 4− (−1− λ)(2− λ)
0 5− λ −4
1 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
0 3(λ− 3) −(λ+ 2)(λ− 3)
0 5− λ −4
1 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
第 1行から λ− 3 をくくりだす
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= (λ− 3)

∣∣∣∣∣∣
0 3 −(λ+ 2)
0 5− λ −4
1 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 3) 1 (−1)3+1

∣∣∣∣ 3 −(λ+ 2)
5− λ −4

∣∣∣∣
= −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) = 0

を解いて固有値は λ = 1, 2, 3.
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(Step 2) λ = 1 に対する固有ベクトル x⃗ =

x1

x2

x3

 を求める。
2 −3 4
0 5 −4
1 3 −1

x1

x2

x3

 = 1×

x1

x2

x3


⇐⇒

2 −3 4
0 5 −4
1 3 −1

−

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x1

x2

x3

 =

0
0
0


⇐⇒

1 −3 4
0 4 −4
1 3 −2

x1

x2

x3

 =

0
0
0


を解けばよい。
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Gaussの消去法で解く.1 −3 4 0
0 4 −4 0
1 3 −2 0

 −→

1 −3 4 0
0 1 −1 0
0 6 −6 0

 −→

1 −3 4 0
0 1 −1 0
0 0 0 0


−→

1 0 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0


だから{

x1 +x3 =0

x2−x3 =0

x3 = c とおいて

x⃗ = c

−1
1
1

 c は 0でない任意の数
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(Step 3,4) 同様にして

λ = 2 に対する固有ベクトルは c

−3
4
3

 (c は 0でない任意の数)

λ = 3 に対する固有ベクトルは c

−2
2
1

 (c は 0でない任意の数)
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