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7.1. (1) 対称行列A =

(
6 2

2 3

)
の対角化行列 (直交行列にできる)を求め, 対角化せよ.

(step1) 固有値は固有方程式 |A− λE| = 0 の解である.

|A− λE| =

∣∣∣∣∣
(
6 2

2 3

)
− λ

(
1 0

0 1

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣6− λ 2

2 3− λ

∣∣∣∣∣
= (6− λ)(3− λ)− 4 = λ2 − 9λ+ 14 = (λ− 7)(λ− 2) = 0

だからこれをといて固有値は λ = 7, 2. (解の公式により λ =
9±

√
(−9)2 − 56

2
=

9± 5

2
でもよい)

(step2-1) λ = 2 に対する固有ベクトル

(
x1

x2

)
を求める.

(
6 2

2 3

)(
x1

x2

)
= 2

(
x1

x2

)
⇐⇒

(
6− 2 2

2 3− 2

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)

⇐⇒

(
4 2

2 1

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
⇔ 2x1 = −x2

したがって

(
x1

x2

)
= c1

(
1

−2

)
(c1 は 0でない任意の数)

大きさを 1にするには

∣∣∣∣∣
(

1

−2

)∣∣∣∣∣ =√12 + (−2)2 =
√
5 だから c1 =

1√
5
とすればよい

ので

u1 =
1√
5

(
1

−2

)

(step2-2) λ = 7 に対する固有ベクトル

(
x1

x2

)
を求める

(
6 2

2 3

)(
x1

x2

)
= 7

(
x1

x2

)
⇐⇒

(
6− 7 2

2 3− 7

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)

⇐⇒

(
−1 2

2 −4

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
⇔ x1 = 2x2



したがって

(
x1

x2

)
= c2

(
2

1

)
c2 は 0でない任意の数

大きさを 1にするには

∣∣∣∣∣
(
2

1

)∣∣∣∣∣ = √
22 + 12 =

√
5 だから c1 =

1√
5
とすればよいので

u2 =
1√
5

(
2

1

)

(Step3) 固有ベクトルを並べて対角化行列 T をつくると T = 1√
5

(
1 2

−2 1

)
が得ら

れる。これによりAを対角化すると tTAT =

(
2 0

0 7

)
· (⋆)

(Step4) 確かに (⋆) となるか 検算する。

T−1 = tT =

(
1√
5

− 2√
5

2√
5

1√
5

)
だから

(
1√
5

− 2√
5

2√
5

1√
5

)(
6 2

2 3

)(
1√
5

2√
5

− 2√
5

1√
5

)
= · · · =

(
2 0

0 7

)
となることを各自計算して確かめよ。

(2) 2次形式 6x2 + 4xy + 3y2 の標準形を求めよ.

6x2+4xy+3y2 = (x, y)

(
6 2

2 3

)(
x

y

)
= (x, y)T

(
2 0

0 7

)
tT

(
x

y

)
= (x′, y′)

(
2 0

0 7

)(
x′

y′

)
= 2x′2 + 7y′2

ただし

(
x′

y′

)
= tT

(
x

y

)
= 1√

5

(
x− 2y

2x+ y

)
これが標準形。

(3) (追加) A2 − 2A の固有値を求めよ。

(tTAT )
2
= tTAT tTAT = tTA2T ,

(
α 0

0 β

)2

=

(
α2 0

0 β2

)
に注意して

tT (A2 − 2A)T = tTA2T − 2tTAT =
(
tTAT

)2 − 2tTAT

=

(
2 0

0 7

)2

− 2

(
2 0

0 7

)
=

(
22 0

0 72

)
−

(
2× 2 0

0 2× 7

)

=

(
22 − 2× 2 0

0 72 − 2× 7

)
=

(
0 0

0 35

)



だから固有値は 0, 35.


