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復習：接平面
合成関数の微分法
極座標
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2 変数関数 復習：接平面

2変数関数
復習：接平面

[復習 : 1変数関数 y = f(x) の微分係数]

O

A

y = f(x)

a

f(a)

P

a+ h

f(a+ h)

f ′(a) = lim
P→A

AP の傾き = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
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2 変数関数 復習：接平面

2変数関数
復習：接平面

[復習 : 2変数関数 z = f(x, y) の u 方向微分係数]

A(a, b)を定点, u を 大きさ 1のベクトル,
#  „

AP = su と
する。u 方向に A を原点として座標軸をおくとき s は
P の座標となる。

u方向微分係数 = lim
P→A

A’P’ の傾き

= lim
s→0

f(P )− f(A)

s

f(x, y) が連続微分可能ならばすべての方向に方向微分
可能で

u方向微分係数 = u1fx(a, b) + u2fy(a, b)

ただし u = (u1, u2)
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2変数関数の合成関数の微分法� �
(i) z = g(t):微分可能, t = f(x, y):偏微分可能

=⇒ 合成関数 z = g(f(x, y))も偏微分可能で

zx = txzt, xy = tyzt

x

y

t z

tx
zt

ty� �
すでに何回も使っている。

[例] z = sin(xy) のとき xy = t とおいて

zx = zttx = (sin t)t(xy)x = cos t · y = y cos(xy)
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2変数関数の合成関数の微分法 (続き)� �
(ii) z = f(x, y) : 偏微分可能かつ偏導関数が連続,

x = φ(t), y = ψ(t) : 微分可能

=⇒ 合成関数 z = f(φ(t), ψ(t))も微分可能で

zt = xtzx + ytzy · · · (⋆⋆)

x

y

t

zxxt

zyyt

z

(iii) z = f(x, y)が偏微分可能かつ偏導関数が連続,
x = φ(u, v), y = ψ(u, v) : 偏微分可能
=⇒ 合成関数 z = f(φ(u, v), ψ(u, v))も偏微分可能で

{
zu = xuzx + yuzy

zv = xvzx + yvzy

x

y

u zx

xu

zy
yv

z

v

yu
xv

� �
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[(ii) の確かめ]
tが ∆tだけ変化するとき x, y, z は

∆x = φ(t+∆t)− φ(t)

∆y = ψ(t+∆t)− ψ(t)

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

だけ変化する. ここで Lagrangeの平均値の定理を使って方向微分と同様の議論を
すると,

∆z =
(
f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y)

)
+
(
f(x, y +∆y)− f(x, y)

)
= fx(x+ θ1∆x, y +∆y)∆x+ fy(x, y + θ2∆y)∆y,

0 < θ1 < 1, 0 < θ2 < 1

となる数 θ1, θ2 がある.
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2 変数関数 合成関数の微分法

2変数関数
合成関数の微分法

[(ii) の確かめ (続き)]
この両辺を ∆tで割って ∆t→ 0とすると

∆x

∆t
→ dx

dt
= xt

∆y

∆t
→ dy

dt
= yt

fx(x+ θ1∆x, y +∆y) → fx(x, y) = zx, fy(x, y + θ2∆y) → fy(x, y) = zy

となるので
∆z

∆t
→ (⋆⋆)の右辺

がわかる.
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2変数関数
平面の極座標

平面の極座標� �

O x

y
P

θ

r
P の直交座標 : (x, y)

P の極座標 : (r, θ)

� �
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直交座標と極座標の関係 その 1� �

O x

y
P

θ

r

{
x = r cos θ

y = r sin θ

だから
∂x

∂r
= cos θ

∂x

∂θ
= −r sin θ

∂y

∂r
= sin θ

∂y

∂θ
= r cos θ� �
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2変数関数
平面の極座標

直交座標と極座標の関係 その 2� �

O x

y
P

θ

r


r =

√
x2 + y2

cos θ =
x√

x2 + y2

sin θ =
y√

x2 + y2

だから

∂r

∂x
=

x√
x2 + y2

= cos θ
∂r

∂y
=

y√
x2 + y2

= sin θ

∂θ

∂x
=

−y
x2 + y2

=
− sin θ

r

∂θ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cos θ

r� �
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