
本日やること

1 2変数関数の重積分法
置換積分法
極座標の場合
一般の変数変換の場合
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
復習：定積分の場合

定積分の置換積分� �
x = φ(t) ⇒

∫ φ(β)

φ(α)

f (x) dx =

∫ β

α

f (φ(t))
dx

dt
dt

� �
[確かめ]

x = φ(t)

tk−1 tk

xk−1

xk

∆tk

∆xk

lim
∆x

∆t
=

dx

dt
だから ∆x ≒ dx

dt
∆t

∑
k

f (xk)∆xk ≒
∑
k

f (φ(tk))
dx

dt
∆t

↓ ↓
左辺 右辺
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
極座標変換の場合

極座標変換による置換積分法� �
D : 面積をもつ有界閉領域 f (x , y) : 連続関数 とするとき

(⋆)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

⇒
∫∫

D

f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω

f (r cos θ, r sin θ) rdrdθ

ただし

Ω = { (r , θ) ; r >−− 0, −π <−− θ <−− π (x , y) ∈ D}
: (r cos θ, r sin θ) ∈ D となるような (r , θ) の集合� �
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
極座標変換の場合

O x

y

D
D jk = {(r cos θ, r sin θ) ; rj−1 <−− r <−− rj , θk−1 <−− θ <−− θk}

∆rj = rj − rj−1,

∆θk = θk − θk−1,

Pjk(rj cos θk , rj sin θk) ∈ Djk

j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
極座標変換の場合

rj−1 rj
θk−1

θk

∆rj

∆θk
(⋆)

O

∆θk

∆rj

Ωjk : Djk :

m(Djk) = rj∆rj∆θk −
1

2
(∆rj)

2∆θk ≒ rj∆rj∆θk

∑
j,k

f (Pjk)m(Djk) ≒
∑
j,k

f (rj cos θk , rj sin θk) rj∆rj∆θk

↓ ↓
左辺 右辺
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
例題 9.4.1

I =

∫∫
D

(
1−

√
x2 + y2

)
dxdy D = {(x , y); x2 + y2 <−− 1}

[解]

x

y

P
r
θ

D

r

θ

OO
1

π

−π

Ω

(⋆)

P(x , y) ∈ D ⇔ 0 <−− r <−− 1 より

Ω = {(r , θ); 0 <−− r <−− 1, −π <−− θ <−− π}

極座標変換 (⋆)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

により

1−
√

x2 + y2 = 1− r , dx dy = r dr dθ だから
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
例題 9.4.1

I =

∫∫
Ω

(1− r) rdrdθ

=

∫ π

−π

(∫ 1

0

(1− r)rdr

)
dθ

=

∫ π

−π

[
r2

2
− r3

3

]r=1

r=0

dθ =

∫ π

−π

1

6
dθ =

π

3

である. □
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
一般の変数変換の場合

一般の変数変換による置換積分法� �
D : 面積をもつ有界閉領域 f (x , y) : 連続関数 とするとき

(⋆)

{
x = φ(u, v) 連続微分可能
y = ψ(u, v) 連続微分可能

⇒
∫∫

D

f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω

f (φ(u, v), ψ(u, v)) |J(u, v)|dudv

ただし
Ω = { (u, v) ; (φ(u, v), ψ(u, v)) ∈ D}

J(u, v) =

∣∣∣∣xu xv
yu yv

∣∣∣∣ : ヤコビアン (Jacobian)� �
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
一般の変数変換の場合

[考え方]

O x

y D

D jk = {(φ(u, v), ψ(u, v)) ; uj−1 <−− u <−− uj , vk−1 <−− v <−− vk}
∆uj = uj − uj−1,

∆vk = vk − vk−1,

Pjk(φ(uj , vk), ψ(uj , vk)) ∈ Djk

j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
一般の変数変換の場合

(u, v)

∆u

∆v

(⋆)

P

Q
R

−→
PQ = (φ(u +∆uj , v)− φ(u, v), ψ(u+∆uj , v)− ψ(u, v))

≒ (φu(u, v)∆uj , ψu(u, v)∆uj) = (φu(u, v), ψu(u, v))∆uj
−→
PR = (φ(u +∆vk, v)− φ(u, v), ψ(u+∆vk, v)− ψ(u, v))

≒ (φv (u, v)∆vk, ψv(u, v)∆vk) = (φv(u, v), ψv(u, v))∆vk
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2 変数関数の重積分法 置換積分法

置換積分法
一般の変数変換の場合

[考え方]
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